
Mecanique des structures 
 

Methodes des elements finis 
 

1 Formulation globale des equations d’equilibre  

 Theoreme des puisances virtuelles 

 

2 Theoreme de l’energie  (Ep ; Ec) 

 

3 Introduction à la methode des elements finis 

   (1D,  2D, (3D), Iso ) 

 

4 Theoreme des plaques 

 
 

Introduction 
 

Elasticité linéaire ( H.P.P.)  (petites deformations , petits deplacements) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ε (u) =1/2 (grad u + grad u 
T
) 

 

εij = ½ (Ui,j + Uj,i) 
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Remarque : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-Contact unilateral 

 

-Pb non lineaire 

 

-Calcul incremental 

 

=>1 Formulation globale de équations d’équilibre 

 

Pb d’élasticité   

 

 
 

Trouver les champs de déplacement U(M) et de continuité σ (M) tels que 

 

• Equations de liaison u= ud sur ∂1 Ω 

• Equations d’équilibre     div C + fd = 0 dans Ω 
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                                              σ n = fd sur ∂2 Ω 

• Relations de comportement 
 
σ = K ε 
σij = Kijkl εkl 

 

isotrope :    σ =  λ Cr  ( ε)  Id +  2 µ ε 
 

              Equation d’equilibre locale � theoreme des puissances virtuelles 

 

               -  Ω∫ Tr [σ ε ( u *)] d Ω  P int*   +   Ω ∫ fd U* d Ω   +   ∂2 Ω∫ Fd u* dS 

                            ( P int * )                       ( P ext *  ∀ U* avec u*=0 sur ∂1Ω) 

 

              Equations locales 

  

Dir σ + fd = 0 dans Ω 

σ n = Fd sur ∂2Ω 

 

  demonstration 

 

Ω ∫ (div σ + fd) u* dΩ = 0 

 

A=0 

A.B=0 en tout M ∀ B 

 

Ω ∫ div σ u* dΩ +  Ω ∫ fd u* dΩ = 0    ,   Ω ∫ A.B dΩ = 0 

 

Div σ .U = (σij,j Ui) – σ ij Ui,j 

               = ( σji Ui ),j – ½ (σij Ui,j + σji Uj,i) 

               = div(σ.U ) – σ ij ½ ( Ui,j + Uj,i) 

               = div (σ U ) – Tr [σ ε ] εij 
Div σ .U =  div (σ U) – Tr [σ ε (u)] 

 

• => Ω ∫ div ( σ U* ) dΩ - Ω ∫ Tr [ σ ε (U*) ] dΩ + Ω ∫ fd U* dΩ  = 0 

           Ω ∫ div ( σ U* ) dΩ = Ω ∫ ( σ ij Ui ),i dΩ =  ∂Ω ∫ σij  Uj ni dΩ 

           Ω ∫ ϕ1i = ∂Ω ∫∫  ϕ ni                   

 

Transformation d’integrales 

 

∂Ω∫ σij ni Uj dS 

∂Ω∫ σ n U dS 

 

• => - Ω∫ Tr [σ ε (u *) ] d Ω + Ω∫ fd U* dΩ + ∂Ω∫ σ n U* dS =  0     ∀ u* 

                                                    ∂ Ω = ∂1Ω U ∂2Ω 

0 = - Ω∫ Tr [σ ε ( u) *] dΩ   +   Ω∫  fd U* d Ω    +    ∂2Ω∫ Fd U* dS    +   ∂1Ω∫ σn Uj dS    

             P int *                                          P ext *                                         = 0 si  u* =0 sur 

∂1Ω 

 

    



 

Remarque  
 

1  Théorème  des puissances virtuelles  

    Base des methodes d’approximation 

 

2  Dynamique  ( div σ   +  fd  =  ργ)  v*  

 

    T.P.V.           P int* + P ext * = Ω∫  ργ. VdΩ = P acc* 

 

2 Relation de comportement 

 

Σ = K ε ( u )  

εij = K ijkl ε kl 

 

ex : 

 

 

 σ 11 = K 11 12 ε 11 + K 11 22 ε 22 + K 11 33 ε 33 + K 11 12 ε 12 + K 11 13 ε 13 + K 11 23 

ε 23    + K 11 21 ε 21 + K 11 31 ε 31 + K 11 32 ε 32 

 

inversement : 
 

                        ε = K 
-1

 σ 

                        K
-1

 : matrice de souplesse 

 

Materiau isotrope : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Inversement  
 

Tr [σ] = λ Tr [ε] 3 + 2 µ Tr [ε] 
Tr [σ] = (3λ + 2µ) Tr [ε] 
ε = ½µ [ σ – λ/3λ+2µ Tr [σ] Id ] 

ε = (1+ν)/E σ – (ν/E) tr [σ] Id 

 

E : module d’young 

ν : coefficient de poisson 

  

 

 

 

2 coéfficients indépendants 

 

σ = λ tr [ ε ] id + 2 µ ε 
 

λ et µ : Coefficient de Lamé 



 

Essai 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ε 11 = ((1 + ν) / E) . σ 11 – (ν / E) σ 11 =  σ 11 / E  =>  E =  σ11 / ε11 

 

ε 22 = - (ν / E) σ 11 = - ν ε11 => ν = - ε22 / ε11 

 

On a : ε 11 = ((1 + ν) / E) σ 12 = σ 12 / 2µ => µ = E/2( 1 + ν )  
 

ε = λ Tr [ε] Id + 2µ ε 
 

σ 12 = 2 µ ε12 

 

 

 

3 Theoreme de l’energie  
 

 

 

1 definition des champs 
  

• Champ de déplacement U cinetiquement admissible 

 

U = Ud sur ∂1Ω 

 

• Champ de deplacement Uo Cinematiquement  Admissible à 0 

 

Uo = 0 sur ∂1Ω 

 

• Champ de contrainte σ Statiquement admissible 

 

Div σ + fd = 0 dans Ω 

σ n = Fd sur ∂2Ω 

 

• Champ de contrainte σo statiquement admissible à zero 

 

ε l = ε11 

ε21=εt 

σ :   σ11     0     0 

          0      0     0  

          0      0     0   



(auto equilibré)     div σo = 0 dans Ω 

                              Σo n = 0 sur ∂2Ω 

Ex :  

 

 

 

Ud  => N1 

 

 

 

 

σo   σ11=cte  0        0                0 

             0       0        0                1 

             0       0        0                0  

 

2 Theoreme de l’energie potentielle 
 

Parmis tous les champs de deplacement  U 

 

Le champ solution Us minimise l’energie Potentielle 

 

Ep (Us) < Ep (U) ∀ U C A 

 

Où : 

 

Ep (U) =   ½ Ω ∫ Tr [ ε(U) K ε (U) ] dΩ  -   Ω ∫ fd U dΩ  -   ∂2Ω∫Fd U dS 

                                  Energies de deformation                  Travail des efforts donnés  

                                 En terme de déplacement                  dans le champ de déplacement U 

 

Remarque  
                                                                 n 

Construction d’une approximation Un = Σ   ai  Ui  

                                                                 i=1 

                                                         Ui : fonction de base 

 

La meilleur approximation minimise l’ Ep (Un) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∂EP (a1,a2,….,an)/∂a1=0 

∂Ep(a1,…..)/∂a2 =0 

∂Ep/∂u=0 

U 

 

u 

Ep ( U ) 



∂Ep/∂an=0 

 

3 Theoreme de l’energie complementaire 
 

Parmis tous les champs de contrainte σ S A 

 

Ec(σ s) < Ec(σ) ∀ σ S A 

 

Où  Ec ( σ )  σ S A  

 

div σ + fd = 0 dans Ω 

 

σ n = fd sur ∂2Ω 

 

Ec(σ) = ½ Ω∫ Tr [σK-1σ] dΩ  - ∂1Ω∫ σn Ud dS 

 

Approximation  

n    

        σn =  Σ ai σi   S A 

i=1 

 

 

Meilleure approximation σ n minimise l’Ec ( σn) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex :    Rdm 

 

 R 

 M  

 (X,Y,M) 

 

∂Ec(R,M)/∂X = 0 

 

∂Ec(R,M)/∂Y = 0 

 

∂Ec/∂M = 0  

Ec (σ) ∂Fc/∂σ = 0 

σ 
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